Méthodes de tri

e Le probléme du tri d’un ensemble est un
probléme pour lequel on conndit de
nombreuses solutions (manuelles) depuis
longtemps

possibilité de comparaisons entre méthodes
support de méthodes plus complexes

Méthodes de tri

Spécification (1)

e 1ri = construction d'une nouvelle liste
vérifiant la propriété d’étre trice
contenant exactement les mémes éléments
que la liste initiale (c’est-a-dire obtenue par
permutation des éléments)

opérati  ons
i list e - liste
axiomes
Ol st
est-triée(tri() ) O est-permut (l,tr i(l)
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Spécification (2)

e Etant donnée une relation d’ordre, une liste triée
répond a la spécification suivante :

extensi on ty pe lis te
avec
_ < _: élément x élénment - bool éen
opérati ons
est -triée : list e - bool éen
sémanti que
est-triée(l)=
si | =listevi de alors vrai
sin on soit I= cons(e, | ') ;
e <premer( |") Oest-tri ée(l")
fsi
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Spécification (3)

¢ Une permutation d’une liste peut étre définie de
la maniére suivante :

extensi on ty pe lis te

opérati  ons
_D_ : élémentx list e - bool éen
est -permut :lis tex liste - bool éen
sémanti que
e0l=

si estvi de(l) alors faux
sinon e = premier(l ) Oe O fin () fsi

est -permut (I,I ") =
si estvi de(l) alors estvide(l ")
sinon si - premier( ) O alors faux
sinon soit |I' =11 & [pr emier( 1)]& 12

est-permut (fin(l ),I1 &I2) fsi
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Tris simples par sélection

e Principe
Recherche du plus petit élément de la liste
Déplacement de cet élément en téte de liste

Tri du reste de laliste

o Famille d’algos en fonction de la maniére
dont sont effectuées les opérations de
sélection
déplacement

Méthodes de tri - fris simples par sélection

Spécification

ext ensi on type li ste
opérati ons
mn :lis te A élément
supprime-min : lis te / liste
tri-séle ct :lis te ~ liste
pr écondi ti ons
mn(l ) : - estvide(l)

supprime-nmin(l ) : - estvi de(l)
axi omes
Oe: élénent, | : liste
eOl O ninl) <e
- estvide(l) O est-permut(cons(min(l ), supprimer- min(l) ),
tri-sélect (I)=
si estvid e(l) alors lis tevide

sin on cons(min(l ), tri -sél ect (suppri mer-min(l))
fsi

1)




Méthodes de tri - fris simples par sélection

Exemple d'implantation

Y Méthodes de tri - fris simples par sélection

Exemple

voi d Echanger (intl, intJ, int] tab) {
intU = tab [J]; ~ . .
tab[ J] =tab[ I]; Rang de téte | Rang + petit liste
tab[ 1] = U;
} 1 5 [155, 40,1 5,30, 10
/I tri par sélection simple 2 3 [10] 40,1 5,30, 55
void Tri (int[]t ab, int longueur) {
int J, K L 3 4 [10,15 ] 40,30, 55
for( K= 0;K< longueur - 1; K++){
J= K 4 4 [10,15 , 30] 40, 55
for (L =K+1;L < lon gueur; L++) {
if (tab[L] <tab [J]) 5 Fin [10,15 , 30, 40] 55
J =1L
} H
Echanger (J, K, tab); H
} :
} ®
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Complexité

e 2 opérations fondamentales :
la comparaison de deux éléments
e Recherche dans une liste de longueur p : p-1
e Autofal: § (p-p=% p=""(1"D
2P
o Complexité en O(n?)

le transfert d'un élément d’un emplacement
& un autre

e n-1appels & Echanger * 3 fransferts =3 * (n-1)

o Complexité en O(n)

Tri bulle

Principe
Recherche du minimum et placement en téte
simultanés
Parcours de la liste depuis la fin en comparant chagque
élément avec celui qui préceéde et échange si pas
dans le bon ordre

voi d TriBulle (int[] tab, int l|ongueur){
int K L;

for( K= 0;K< longueur - 1; K++){
for (L = longueur - 1; L >=K +1; L--) {
if (tab[L] < tab[L-1])
Echanger (L-1, L);

Méthodes de tri - fri bulle

Exemple

Rang de téte liste
1 [ 55 40, 15,30, 10
1 [ 55 40, 15,10, 30
1 [ 55 40, 10,15 30
1 [ 55 10, 40,15 30
1 [10] 55, 40,15 30
2 [10] 5515 , 40, 30
2 [10, 15] 55,40, 30
3 [10, 15] 55,30, 40
3 [10, 15, 30] 55, 40
4 [10, 15, 30, 40] 55

° Méthodes de tri - fri bulle

Complexité

o Comparaisons : idem sélection ordinaire
o Transferts : nb d’appels & Echanger

qau pire :
e égal au nb de comparaisons (liste en ordre inverse)
e complexité au pire en O(n?)
au mieux :
e aucun échange (liste friée)
e complexité au mieux en O(1)
en moyenne :
e égalan(n-1)/4
e complexité en moyenne en O(n?)

i e Arrétsi pas d'échanges
& o Peu d’intérét dansle cas général
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Tris simples par insertion

e Principe
Sélection du premier élément de la liste
Recherche de la position d’insertion
Tri du reste de la liste

o Famille d’algos en fonction de la maniére
dont I’élément est placé

Méthodes de tri - Tris simples par insertion

Spécification

ext ensi on type li ste

opérati ons
pla cer : élémentx i ste L liste
tri -ins ert -it er : lis tex| iste /A liste
tri -ins ert clis te - liste

pr écondi ti ons
pla cer( e, 1) : est-triée()
tri -ins ert -it er(l ', 1) : est-triée(l ')
sémanti que
Oe: élémet, | : lis te
est -per nut (cons(e , 1), plac er( e, |)) Oest-tri ée(placer(e
tri -ins ert -it er(l 7, 1)=
si estvide(l) alors I’

))

sin on tri-insert -iter(placer(premer( 1), 1'),f in(l))
fsi
tri -insert () =tr i-insert -iter(listevide, 1)
Y Méthodes de tri - Tris simples par insertion Méthodes de tri — Insertion séquentielle
7 . pe '
Insertion séquentielle Exemple
Parcours séquentiel de la liste triée jusqu’a trouver la
: bonne place
En général, parcours depuis la fin de la liste et Yl N .
décalage des éléments au fur et & mesure Rang d'él' | Oule placer liste
[55140 , 15, 30,1 O
3 voi d TrilnsertSéq (int[] tab, int lon gueur) {
: intk , L, Val 2 1 [40,55 ] 15, 30,1 O
for( K= 1;K< longueur; K+){ 3 1 [15,40 , 55] 30,1 O
H Val = tab[K];
: L= K 4 2 [15,30 , 40, 55]1 O
while (L 1=0 && Val<tab[ L- 1]) {
H tab[ L] = tab[L -1]; 5 1 [10,15 , 30, 40,55 ]
H L=1L-1;
i }
: tab [L] = Val;
}
® }
Y Méthodes de tri — Insertion séquentielle Méthodes de tri — Insertion séquentielle

Complexité - Comparaisons

au mieux (liste déja triée) :
e n-1
e complexité au mieux en O(n)
au pire (chague élément est placé en téte) :
o k-1 comparaisons pour placer le kiéme
. on -
e Au total : kD= tk:m
e complexité en O(n?)
en moyenne :
e n(N+3)/4
e complexité en O(n?)

Complexité - Transferts

pour un élément particulier :

* nb de transferts = nb de comparaisons + 1
au total

* nb de transferts = nb de comparaisons + n-1

mémes complexités que pour le nb de
comparaisons




Y Méthodes de tri — Insertion séquentielle

Bilan

en moyenne moins bon que le tri par
sélection ordinaire

plus performant si liste presque triée

on peut éviter des transferts avec une liste
chainée, au prix d'un espace mémoire pour
les pointeurs en O(N)

Méthodes de tri - Tris simples par insertion

Insertion dichotomique

e recherche dichotomique sur la liste en
cours de constfruction pour frouver la
bonne place

e impose une représentation contigué de
la liste

n’évite pas le déplacement des éléments
supérieurs pour insérer le nouvel élément

i Complexité - Comparaisons

e au mieux (liste déja triée)
n-1
complexité au mieux en O(n)
® QU pire
recherche du kiéme demande og,k-1)0

au total : -t
n-1+ ¢ fpga(k -1
complexité en O(n.log,n)
e complexité en moyenne identique a la
complexité dans le pire des cas

Y Méthodes de tri — Insertion dichotomique Méthodes de tri — Insertion dichotomique

: I '

i Exemple d'implantation Exemple

public void Triln sertDicho (int[] tab, int longeur) {

H int J, K, Debut, MIli eu, Fin, Val;

for( K= 1;K< longueur; K++){ Rang d’él' | Ou le placer liste

3 if (tablK] < tab[K - 1]) {

Val = tab[K]; [55]40 , 15, 30,1 0
B Debut = 0;

H Fin=K- 1; 2 1 [40,55 ] 15, 30,1 O
H whil e (Debut < Fin){
Milie u = (Debut +Fin) / 2; 3 1 [15,40 , 55] 30,1 0
: if  (tab[Milie ul <V al) Debut= Milie u+ 1;
: el se Fin = Mli eu; 4 2 [15,30 , 40, 55]1 O
H }
for (J =K; J >= Debut + 1; J--) 5 1 [10'15 , 30, 40,55 ]
: tab[J] = tab[J-1];

tab[ Debut] = Val;

i }

}

® }

° Méthodes de tri — Insertion dichotomique Méthodes de tri — Insertion dichotomique

Complexité - Transferts

e comme pour le tri par insertion
séquentielle, sauf que les éléments déja &
leur place ne sont pas déplacés

complexité au mieux en O(1)
complexités en moyenne et au pire en O(n?)
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Bilan Tri rapide (quicksort)

e Principe
« excellent pour le nb de comparaisons Cholx dun élément plvot
(O(n.log,n) contre OM?) pour les autres) } Partage de la liste en 2 sous-listes contenant
P . e Les éléments inférieurs au pivot
* penO“SG par le nb de transferts o les éléments supérieurs au pivot
O(n?)

Tri des 2 sous-listes
inévitable (représentation contigué)
e Famille d’algorithmes en fonction
du choix du pivot
de la construction des deux sous-listes

Méthodes de tri - tri rapide Y Méthodes de tri - fri rapide
Choix du pivot Tri des 2 sous-listes
: e on ne connait pas la place finale du pivot
e But= séporer la liste initiale en 2 sous-listes or] consTruiTIg liste des éléments inférieurs & partir du
de taille id fi B début de la liste
€ 1aille iaentique H on construit la liste des éléments supérieurs & partir de
e Exemple de choix du pivot : la fin de la liste
Examiner le 1¢', le dernier, et I'élément du milieu i e les elemenfs qui Sor‘T_ . .
Choisir I'élément médian comme pivot : en deput de fiste etinférieurs au pivot
A en fin de liste et supérieurs au pivot
Ordonner les éléments
) R i ... restent en place
 le plus petit en téte de liste | L i N
« le plus grand en fin de liste .= e On échange deux éléments qui ne sont pas a
« le pivot au milieu de la liste leur place
i e Alissue du tri des sous-listes, le pivot est & sa
L4 place définitive
Méthodes de tri - tri rapide Y Méthodes de tri - fri rapide
N ) ,
Exemple Complexité
Opération liste e Comparaisons :
Listei nitia |e [5540 1530 105 2535] Au mieux et en moyenne : n_|og on
Choix p i vot [3040 1535 105 2555] Au pire : max = n2
Echange [3025 1535 105 4055] : e Transferts :
Echange [3025 155 1035 4055] AU mieux : n
Listes  obten ues [3025 155 10]35 [40 55] En moyenne : n.Ioan
Liste a 2 él éments [3025 155 10]35 4055 Au pire : n2
Choixp i vot [1025 155 30]35 4055 . Mémoire :
Echange [1051 5 2530135 4055 Mémorisation des bomes des sous-listes restant &
Listes  obten ues [105] 15[2 5 30] 3540 55 traiter
Liste a 2 él éments 51015 [25 30]35 4055 i Pile dont la taille est bomée par |092n
Liste a 2 él éments 51015 2530 3540 55 ® Comp|exi1’é en mémoire en on)
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Tri par tas (heapsort)

e Constat:

dans le tri par sélection, on obtient des infos
qui sont perdues par la suite

e Principe :
structurer les éléments dans la liste restant &
trier de maniére a rendre la recherche et
|"extraction la plus efficace possible
structuration sous la forme d’un arbre binaire
parfait de telle sorte que tout élément soit
plus petit que tous ses descendants
liste contigué = représentation par niveau
d’un arbre binaire parfait

Méthodes de tri - fri par tas

Construction d’un tas

= arbre binaire partiellement ordonné
de maniére croissante (décroissante)

chaque élément est plus petit (plus grand)

que tous ses descendants
ord onner(a) =
si max(a, fil sg, fil sd) == a alors ri en
sinonsi max(a, filsg, fils d) == fils g alors
échanger(a, filsg)
ord onner (fils g)
sinonsi max(a, filsg, fils d) == fils d alors
échanger(a, filsd)
ord onner (fils d)

Exécuter ordonner sur tous les nceuds en

partant des fedilles (on part du milieu du
tableau)

Méthodes de tri - fri par tas

Ex. de construction d’un tas

e Soitla liste :
1016113121315685

¢ L’arbre correspondant es‘r:/lo\

16 11
3/ \12 13/ \15

/\ /

6 8 5

e Le tas correspondant est :
1612158101311635

Méthodes de tri - fri par tas

Principe de I'algo

Aprés avoir transformé |’arbre en arbre
partiellement ordonné, I'élément maximum se
refrouve & laracine (téte de liste)

Echange de I'élément max avec la feuille du
dernier niveau la plus & droite

Application de ordonner(a)  sur la racine du
nouvel arbre (les deux sous-arbres sont déja
partiellement ordonnés)

Méthodes de tri - fri par tas

Exemple

Tri de la liste
55401530105

Méthodes de tri - fri par tas

Complexité - ordonner

e Hauteur d'un arbre binaire parfait
h(A) = og, taile(A)O
¢ Nb de comparaisons de |'opération
ordonner :
sur un noeud : 2 comparaisons

au pire 2log, p avec p la taille de I'arbre sur
lequel on I'applique




Y Méthodes de tri - fri par tas

Complexité - Construction

nb de comparaisons < 4n
e complexité en nb de comparaisons en O(n)

en moyenne 1 transfert pour 2 comparaisons
e complexité en nb de transferts en O(n)

Méthodes de tri - fri par tas

Complexité - Extraction

Extraction de I’élément & la Kéme place de la liste
résultat
* au plus 20dog, (K-T)Ocomparaisons
* nb de comparaisons au pire : 2;2[1pg2(}< -0
« complexité au pire en nb de comparaisons en O(n.log,n)
e complexité au mieux et en moyenne identiques
Dans ordonner
* nb fransferts = moitié des comparaisons et 2(n-1) dans la
boucle principale
o complexité en terme de transferts aussi en O(n.log,n)

Complexité globale en O(n.log,n)

Y Méthodes de tri - Comparaison des méthodes

Complexité

Méthodes de tri - Comparaison des méthodes

Temps d’exécution

comparaisons fransferts 500 éléments 2000 éléments 8000 éléments
mn moy max mn moy max Non triés Non triés Non triés
Sélection n? n triés triés triés
ordinaire Sélection ordinaire | 0.34s 0,335 545 555 106 1055
Tribulle n? 0 n?
Inserfion n 7 n 7 Tribulle 1.5s. 0.36s. 26s 62s 600, 129s
séquentielle
Insertion n nlog,n 0 n2 Insertion 0.73s. 0.0s. 13s. 0,065, 290 0,225,
dichotomique i séquentielle
: Insertion 0,525, 0.0s. 9.2, 0.01s. 232s 0,045,
Tri par tas nlog,n nlog,n dichotomique
Tri rapide nlog,n | n? n | n.log,n | n? Tripartas 0.05s. 0.,07s. 0.35s. 0,38, 20s 19s.
Trirapide 0.03s. 0,02s. 0.24s. 0,07 s. 12s. 05s
e Longueur de la liste
n2/5002 1 16 256
: Méthodes simples - évolution en n?
. . . X n.log,n/500.log,500 1 5 24
o Méthodes efficaces - évolution en n.log,n
Y Méthodes de tri - Comparaison des méthodes

Facteurs déterminants

e Sensibilité & I'ordre initial des éléments

Insensible
« Tri séquentiel ordinaire
o Tri par tas

Amélioration
e Tri bulle ~ amélioration d’un facteur 4
o Tri rapide - amélioration d’un facteur 2 (méme nb de
comparaisons mais plus de tfransferts)
o Tri parinsertion - amélioration d’un facteur voisin de la
taille de laliste
e Temps de comparaison contre temps de
transfert
i Tris par sélection et par insertion sont en n2 en moyenne
® mais temps d’exécutions différents




